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Bevezető

1.1. Why?

Kezdetben csak össze akartam írni a képleteket amik kellenek az első ZH-ra, mert mentem javítani és jóra akartam
megírni azt. Eddig ezeket a képletgyűjteményeket mindig papírra írtam, de kitaláltam, hogy ebben a félévben meg-
tanulok LATEX-ben dolgozni. A doksi kezdeti verziója csak ennyiből állt: sok képlet behányva kb semmilyen logikát
nem követve, ez persze gyorsan megváltozott és kialakult a mostani szerkezete a doksinak. A második ZH-t is mentem
javítani, mert nem kellett sok a négyeshez (meg, az ötöshöz se annyira), és akkor dolgoztam ki a II. ZH-hoz tartozó
dolgokat. A végén elég érdekes projectté vált és szívesen foglalkozok vele a későbbiekben is.

1.2. Miről szól a tárgy?

Ez a tárgy a villamosmérnök szakosok Jelek és rendszerek című tárgyának a kistestvére. A tárgy során különböző
jelekkel és rendszerekkel fogunk foglalkozni, idő és frekvenciatartományban. Ezek a rendszerek kapnak egy (vagy több)
bemenetet, ez a rendszer gerjesztése, és erre kapunk egy (vagy több) kimenetet, ez pedig a válasz.

1.2.1. Rendszerek, jelfolyam hálózatok
A tárgy során egy bemenettel és egy kimenettel rendelkező rendszerekről lesz szó. Ezeket a rendszereket lehet ábrázolni
jelfolyamhálózatokkal, amik valahogy így néznek ki:

Ezeknek a hálózatoknak az építőelemei a következők:

Források: Nyelők: Összeadók:

Késleltetők/Integrálók: Erősítők:

A forrásokból érkezik rendszerbe a gerjesztés (u) és nyelőkbe jut a válasz (y). Az összeadók összegzik a bemenete-
ket és az kiadják magukból az összeget (

∑
bei = ki). Diszkrét idejű hálózatoknál beszélünk késleltetőkről, melyek

egy ütemmel később adják tovább a bemenetet (be[k − 1] = ki); folytonos időben pedig integrálókról beszélünk
(
∫ t
−∞ be(τ)dτ = ki). Az erősítők pedig megszorozzák a bemenetüket egy adott konstanssal (a ·be = ki). Ezeknél persze

létezik több elem is, de azokkal a tárgy normál keretein belül nem foglalkozunk.
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1.2.2. Jelek osztályozása
A jeleket sokféleképpen osztályozhatjuk, de elsősorban a következő csoportosítás lesz a legfontosabb számunkra. Itt a
jeleket szétosztjuk folytonos illetve diszkrét idejűre és ezeknek a jeleknek az értékkészlete szintén lehet diszkrét illetve
folytonos. A tárgy során előforduló jelek mindig folytonos értékűek lesznek.

1.2.2.1. Folytonos értékű jelek
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1.2.2.2. Diszkrét értékű jelek
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I. ZH anyaga

2.1. Egységugrás és egységimpulzus

2.1.1. Diszkrét időben

2.1.1.1. Egységugrás

ε[k] =

{
0 k < 0
1 k ≥ 0

−1 1

1

t

2.1.1.2. Egységimpulzus

δ[k] =

{
1 k = 0
0 k 6= 0

−1 1

1

t

2.1.1.3. Hasznos összefüggések

ε[k] =

∞∑
i=0

δ[k − i] δ[k] = ε[k]− ε[k − 1]

2.1.2. Folytonos időben

2.1.2.1. Egységugrás

ε(t) =

 0 t < 0
t = 0-ban nem definiált
1 t > 0

(ezt nem nagyon lehet ábrázolni)

2.1.2.2. Hasznos összefüggések

ε′(t) = δ(t) ∀a, b-re
b∫
a

δ(τ)dτ = 1

∞∫
−∞

f(τ)δ(t− τ)dτ = f(t)

t∫
0

ε(t− τ)ε(τ)dτ =

t∫
0

ε(τ)dτ = t Generikusan:
b∫
a

ε(τ)dτ = max(b, 0)−max(a, 0)

2.2. Periodicitás

Egy v(t) = A cos(θt+B) alakú jel periodicitását a következőképp írhatjuk le:

θ

2π
=
M

L
ahol M a körszám, L pedig a periódusszám
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2.3. Konvolúció

2.3.1. Diszkrét idejű rendszerek esetén

y[k] = h[k] ∗ u[k] =

∞∑
i=−∞

h[k − i]u[i] =

∞∑
i=−∞

u[k − i]h[i]

Ha a [k − i] argumentumú tag (0-ban) belépő, akkor az összegzést elég k-ig végezni.

Ha a [i] argumentumú tag (0-ban) belépő, akkor az összegzést elég 0-tól kezdeni.

2.3.2. Folytonos idejű rendszerek esetén

y(t) = h(t) ∗ u(t) =

∞∫
−∞

h(t− τ)u(τ)dτ =

∞∫
−∞

u(t− τ)h(τ)dτ

Ha a (t− τ) argumentumú tag (0-ban) belépő, akkor az integrálást elég t-ig végezni.

Ha a (τ) argumentumú tag (0-ban) belépő, akkor az integrálást elég 0-tól kezdeni.

2.4. Impulzusválasz

u[k] = δ[k] =⇒ y[k] = h[k]

u(t) = δ(t) =⇒ y(t) = h(t)

2.5. Ugrásválasz

u[k] = ε[k] =⇒ y[k] = g[k] h[k] = g[k]− g[k − 1] g[k] =

k∑
i=−∞

h[i]

u(t) = ε(t) =⇒ y(t) = g(t) h(t) = g′(t) g(t) =

∫ t

−∞
h(τ)dτ

2.5.1. Általános derivált

g′(t) ≡ h(t) = ν(+0)δ(t) + ε(t)ν′(t) és g(t) = ε(t)ν(t)

2.6. Állapotváltozós leírás

x′ = Ax+Bu

y = CTx+Du

2.6.1. Impulzusválasz számítása másodrendű hálózatok esetén

Legyen egy LTI rendszer karakterisztikus egyenlete λ2 + a1λ + a2 = 0 és az ebből kapott 2 sajátérték λ1 és λ2. Az
impulzusválasz kiszámításához vegyük M1 = CTL

1
B és M2 = CTL

2
B mátrixfüggvényeket, ahol L

1
,L

2
Lagrange

mátrixok az alábbi módon számíthatók:

L
1

=
A− λ2E

λ1 − λ2
L

2
=
A− λ1E

λ2 − λ1

L
1

+ L
2

= E

• Impulzusválasz diszkrét időben:u[k] = Dδ[k] + ε[k − 1](CTAk−1B) = Dδ[k] + ε[k − 1](M1λ
k−1
1 +M2λ

k−1
2 )

• Impulzusválasz folytonos időben:u(t) = Dδ(t) + ε(t)(CT eAtB) = Dδ(t) + ε(t)(M1e
λ1t +M2e

λ2t)
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2.7. Stabilitás

Ha egy rendszer aszimptotikusan stabil =⇒ gerjesztés-válasz stabil is.

2.7.1. GV-stabilitás

Diszkrét időben, ha
∞∑

i=−∞
|h[k]| <∞ ⇐⇒ a rendszer GV-stabil.

Folytonos időben, ha
∞∫
−∞
|h(t)|dt <∞ ⇐⇒ a rendszer GV-stabil.

2.7.2. Aszimptotikus stabilitás diszkrét időben
∀i ∈ {1, 2, ..., n}-re |λi| < 1 =⇒ a rendszer aszimptotikusan stabil (ahol n a sajátértékek száma)

Ha a karakterisztikus egyenletünk λ2 + a1λ + a2 = 0, akkor a Jury-kritérium szerint a
rendszer aszimptotikusan stabil, ha az alábbi három egyenlőtlenség teljesül:

1 + a1 + a2 > 0

1− a1 + a2 > 0

|a2| < 1

2.7.3. Aszimptotikus stabilitás folytonos időben
∀i ∈ {1, 2, ..., n}-re Re{λi} < 0 =⇒ a rendszer aszimptotikusan stabil (ahol n a sajátértékek száma)

Ha a karakterisztikus egyenletünk λ2 + a1λ+ a2 = 0, akkor a Routh-Hurwitz-kritérium
szerint a rendszer aszimptotikusan stabil, ha az alábbi két egyenlőtlenség teljesül:

a1 > 0

a2 > 0

2.8. Átviteli karakterisztika

H =
Y

U

Meghatározása másodrendű hálózat esetén (röviden):

A =

[
a11 a12

a21 a22

]
B =

[
b1
b2

]
CT =

[
c1 c2

]

X1 = a11X1e
−jθ + a12X2e

−jθ + b1U

X2 = a21X1e
−jθ + a22X2e

−jθ + b2U

Y = c1X1e
−jθ + c2X2e

−jθ +DU

Itt ki fogod tudni fejezni X1-et, majd azt használva X2-t és végül ezekből Y -t, majd felírod a fenti képlet formájában,
ez nagyrészt csak egyenletrendezgetés.
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2.9. Példák

2.9.1. Konvolúciós példa diszkrét időben

Egy DI rendszer impulzusválasza h[k] = −1, 5 · 0, 8kε[k] + 2, 5δ[k]. Adja meg a rendszer válaszát u[k] = 0, 6kε[k]
gerjesztésre!
(2019 egyik gyakorlatán volt [(1)])

y[k] = h[k] ∗ u[k] =

∞∑
i=−∞

h[k − i]u[i] =

=

k (Mivel h[k] 0-ban belépő / a rendszer kauzális)∑
i=0 (Mivel u[k] 0-ban belépő)

h[k − i]u[i] =

=

k∑
i=0

(−1, 5 · 0, 8k−iε[k − i] + 2, 5δ[k − i])(0, 6i) =

=

k∑
i=0

−1, 5 · 0, 8k−i0, 6iε[k − i] +

k∑
i=0

2, 5 · 0, 6iδ[k − i] =

= −1, 5 · 0, 8k
k∑
i=0

0, 6i

0, 8i
ε[k − i] + 2, 5

k∑
i=0

0, 6iδ[k − i] =

A bal oldali szumma esetén az ε[k − i]-t elhagyhatjuk, mivel a teljes összegzési tartományon 1 értéket vesz fel. A
jobb oldali szumma mindenhol 0 kivéve i = k-ban, ahol pedig 0, 6k. Mivel a egy kauzális rendszer belépő gerjesztésre
belépő választ kell adjon, odakerül a végére egy ε[k] szorzó.

= −1, 5 · 0, 8k
k∑
i=0

0, 6i

0, 8i
+ 2, 5 · 0, 6kε[k] =

Ezután kihasználva, hogy a megmaradó szumma egy mértani sort ír le, használhatjuk a
∑b
i=a α

i = αa−αb+1

1−α összefüg-
gést hozzá.

= −1, 5 · 0, 8k 0, 750 − 0, 75k+1

1− 0, 75
ε[k] + 2, 5 · 0, 6kε[k] =

=
−1, 5 · 0, 8k(1− 0, 75k+1)

0, 25
ε[k] + 2, 5 · 0, 6kε[k] =

= −6 · 0, 8k(1− 0, 75k+1)ε[k] + 2, 5 · 0, 6kε[k] =

= −6 · 0, 8kε[k] + 6 · 0, 8k0, 75 · 0, 75kε[k] + 2, 5 · 0, 6kε[k] =

= ε[k](−6 · 0, 8k + 7 · 0, 6k)
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2.9.2. Konvolúciós példa folytonos időben

Egy folytonos idejű rendszer impulzusválasza h(t) = 4δ(t) − 2ε(t)e−5t. Adja meg a rendszer válaszát u(t) = ε(t)e−5t

gerjesztésre!
(2018 őszi félév 1. ZH 2. feladat c része [(6)])

y(t) = h(t) ∗ u(t) =

∞∫
−∞

h(t− τ)u(τ)dτ =

=

t (Mivel h(t) 0-ban belépő / a rendszer kauzális)∫
0 (Mivel u(t) 0-ban belépő)

h(t− τ)u(τ)dτ =

=

t∫
0

(4δ(t− τ)− 2ε(t− τ)e−5(t−τ))(ε(τ)e−5τ )dτ =

= 4

t∫
0

δ(t− τ)ε(τ)e−5τdτ − 2

t∫
0

ε(t− τ)ε(τ)e−5τ−5(t−τ)dτ =

= 4

t∫
0

δ(t− τ)ε(τ)e−5τdτ − 2e−5t

t∫
0

ε(t− τ)ε(τ)dτ =

Mivel δ(t)-vel való szorzásnál behelyettesíthetünk azzal az értékkel, amikor δ(t) 1-et vesz fel; az alábbi módon módosul
az egyenletünk:

= 4

t∫
0

δ(t− τ)ε(t)e−5tdτ − 2e−5t

t∫
0

ε(t− τ)ε(τ)dτ =

= 4ε(t)e−5t

t∫
0

δ(t− τ)dτ − 2e−5t

t∫
0

ε(t− τ)ε(τ)dτ =

Ezután felhasználhatjuk δ(t) azon tulajdonságát is, hogy ∀a, b-re
∫ b
a
δ(τ)dτ = 1.

= 4e−5tε(t)− 2e−5t

t∫
0

ε(t− τ)ε(τ)dτ =

= 4e−5tε(t)− 2e−5ttε(t) = 2(2− t)e−5tε(t)

9



2.9.3. Konvolúciós példa konstans gerjesztéssel (FI)

Egy folytonos idejű rendszer impulzusválasza h(t) = 4δ(t) − 2ε(t)e−5t. Adja meg a rendszer válaszát u(t) = 5
gerjesztésre!
(2018 őszi félév 1. ZH 2. feladat d része [(6)])

y(t) = u(t) ∗ h(t) =

∞∫
−∞

u(t− τ)h(τ)dτ =

=

∞ (Mivel u(t) nem belépő)∫
0 (Mivel h(t) 0-ban belépő / a rendszer kauzális)

u(t− τ)h(τ)dτ =

=

∞∫
0

(5)(4δ(τ)− 2ε(τ)e−5τ )dτ =

= 20

∞∫
0

δ(τ)dτ − 10

∞∫
0

ε(τ)e−5τdτ =

Ezután felhasználhatjuk δ(t) azon tulajdonságát is, hogy ∀a, b-re
∫ b
a
δ(τ)dτ = 1; a jobb oldali integrálnál pedig elhagy-

hatjuk az ε(t)-t mivel az integrálás teljes tartományán 1 lesz az értéke.

= 20− 10

∞∫
0

e−5τdτ = 20− 10

[
e−5τ

−5

]∞
0

=

= 20− 10

(
e−5·∞

−5
− e−5·0

−5

)
=

= 20− 10

(
0

−5
− 1

−5

)
= 20− 10

5
= 18

2.9.4. Impulzusválasz számítása ugrásválaszból

Egy folytonos idejű, időinvariáns rendszer ugrásválasza g(t) = ε(t− 1)(5− 3e−2t). Számítsa ki a rendszer impulzusvá-
laszát!
(2018 őszi félév 1. ZH 2. feladat a része [(6)])

Tudjuk, hogy ġ(t) ≡ h(t) és (fg)′ = f ′g + fg′:

h(t) = (ε(t− 1)(5− 3e−2t))′ =

= δ(t− 1)(5− 3e−2t) + ε(t− 1)6e−2t =

Mivel δ(t)-vel való szorzásnál behelyettesíthetünk azzal az értékkel, amikor δ(t) 1-et vesz fel:

= δ(t− 1)(5− 3e−2) + ε(t− 1)6e−2t =

≈ 4, 594δ(t− 1) + ε(t− 1)6e−2t

10



2.9.5. Jury kritérium példa (DI)
Egy DI LTI rendszer jelfolyam hálózatával adott:
(2018 őszi félév 1. ZH 1. feladat a és b része [(6)])

A hálózat alapján felírható egyenletek:

x1[k + 1] = 10mu[k] +mx1[k]− 10 · 0, 1mx2[k] + u[k]− 0, 1x2[k]− 0, 4x2[k]

x2[k + 1] = y[k] = x1[k]− 0, 1x2[k]− 0, 4x2[k] + u[k] +m10u[k]−m10 · 0, 1x2[k] +mx1[k]

Majd szépen rendezve:

x1[k + 1] = mx1[k]− (m+ 0, 5)x2[k] + (10m+ 1)u[k]

x2[k + 1] = (m+ 1)x1[k]− (m+ 0, 5)x2[k] + (10m+ 1)u[k]

y[k] = (m+ 1)x1[k]− (m+ 0, 5)x2[k] + (10m+ 1)u[k]

Ezekből felírható A,B,CT és D:

A =

[
m −(m+ 0, 5)

(m+ 1) −(m+ 0, 5)

]
B =

[
(10m+ 1)
(10m+ 1)

]
CT = [(m+ 1) − (m+ 0, 5)] D = 10m+ 1

Nézzük meg mely m értékekre lesz a rendszer aszimptotikusan stabil!

det

[
m− λ −(m+ 0, 5)

(m+ 1) −(m+ 0, 5)− λ

]
= · · · = λ2 + 0, 5λ+m+ 0, 5

Alkalmazzuk a Jury kritériumot (a1 = 0, 5, a2 = m+ 0, 5)

1 + a1 + a2 > 0

1, 5 + 0, 5 +m > 0

m > −2

1− a1 + a2 > 0

0, 5 + 0, 5 +m > 0

m > −1

|a2| < 1

|0, 5 +m| < 1

Ha m < −0, 5:
−0, 5−m < 1

m > −1, 5

Ha m > −0, 5:
0, 5 +m < 1

m < 0, 5

Tehát a rendszer aszimptotikusan stabil, ha −1 < m < 0, 5.
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2.9.6. Impulzusválasz számítása állapotváltozós leírásból (DI)
Egy DI LTI rendszer állapotváltozós leírása a következő:
(2018 őszi félév 1. ZH 1. feladat d része [(6)])

x[k + 1] = Ax[k] +Bu[k]

y[k] = CTx[k] +Du[k]

ahol:

A =

[
0, 6 −0, 2
−0, 4 0, 4

]
B =

[
2
0

]
CT = [0 2] D = −1

u[k] = Dδ[k] + ε[k − 1](CTAk−1B) = Dδ[k] + ε[k − 1](M1λ
k−1
1 +M2λ

k−1
2 )

Kezdésképp határozzuk meg az A mátrix sajátértékeit:

det

[
0, 6− λ −0, 2
−0, 4 0, 4− λ

]
= · · · = λ2 − λ+ 0, 16 = 0

λ1,2 =
1±

√
12 − 4 · 1 · 0, 16

2 · 1
=

1± 0, 6

2

λ1 = 0, 8 λ2 = 0, 2

A sajátértékekhez tartozó Lagrange mátrixok:

L
1

=
A− λ2E

λ1 − λ2
=

1

0, 6

[
0, 6− 0, 2 −0, 2
−0, 4 0, 4− 0, 2

]
=

1

3

[
2 −1
−2 1

]
L

2
=
A− λ1E

λ2 − λ1
=

1

−0, 6

[
0, 6− 0, 8 −0, 2
−0, 4 0, 4− 0, 8

]
=

1

3

[
1 1
2 2

]
Ezt követően meghatározhatjuk M1 és M2 konstansokat:

M1 = CTL
1
B =

1

3
[0 2]

[
2 −1
−2 1

] [
2
0

]
=

1

3

[
−4 2

] [2
0

]
= −8

3

M2 = CTL
2
B =

1

3
[0 2]

[
1 1
2 2

] [
2
0

]
=

1

3

[
4 2

] [2
0

]
=

8

3

Ezeket felhasználva az impulzusválasz zárt alakja megadható:

u[k] = ε[k − 1]

(
−3

8
0, 8k−1 +

3

8
0, 2k−1

)
− δ[k]
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2.9.7. Példa átviteli karakterisztika meghatározására
Egy diszkrét idejű, lineáris, időinvariáns rendszer állapotváltozós leírása a következő:

A =

[
0, 2 −0, 3
0, 1 0, 6

]
B =

[
2
3

]
CT =

[
0 2

]
D = 0

Határozza meg a rendszer átviteli karakterisztikáját!
(2017 tavaszi félév 1. ZH A csoport 2. feladat c/4 része [(5)])

X1 = 0, 2X1e
−jθ − 0, 3X2e

−jθ + 2U

X2 = 0, 1X1e
−jθ + 0, 6X2e

−jθ + 3U

Y = 2X2e
−jθ

Kifejezzük X1-et:

(1− 0, 2e−jθ)X1 = −0, 3X2e
−jθ + 2U

X1 =
−0, 3X2e

−jθ + 2U

1− 0, 2e−jθ

Ezt ismerve, kifejezzük X2-t is:

X2 = 0, 1
−0, 3X2e

−jθ + 2U

1− 0, 2e−jθ
e−jθ + 0, 6X2e

−jθ + 3U

X2 =
−0, 03X2e

−2jθ + 0, 2e−jθU

1− 0, 2e−jθ
+ 0, 6X2e

−jθ + 3U

X2 − 0, 2e−jθX2 = −0, 03X2e
−2jθ + 0, 2e−jθU+

+ 0, 6X2e
−jθ − 0, 12X2e

−2jθ + 3U − 0, 6Ue−jθ

(1− 0, 8e−jθ + 0, 15e−2jθ)X2 = 0, 2e−jθU + 3U − 0, 6Ue−jθ

X2 =
3− 0, 4e−jθ

1− 0, 8e−jθ + 0, 15e−2jθ
U

Majd végül Y -t is:

Y = 2X2e
−jθ

Y = 2
3− 0, 4e−jθ

1− 0, 8e−jθ + 0, 15e−2jθ
Ue−jθ

Y =
6e−jθ − 0, 8e−2jθ

1− 0, 8e−jθ + 0, 15e−2jθ
U

H(ejθ) =
Y

U
=

6e−jθ − 0, 8e−2jθ

1− 0, 8e−jθ + 0, 15e−2jθ

2.9.8. Példa válasz számítására átviteli karakterisztika alapján

Számítsa ki a rendszer u[k] = 4 cos(kπ2 + π
4 ) gerjesztésre adott válaszát!

A rendszer átviteli karakterisztikája: H(ejθ) = 6e−jθ−0,8e−2jθ

1−0,8e−jθ+0,15e−2jθ (előző példából)
(2017 tavaszi félév 1. ZH A csoport 2. feladat c/5 része [(5)])

A megadott gerjesztésből elsősorban a körfrekvencia (k együtthatója) érdekes, ami esetünkben π
2 . Ezt kell θ helyére

helyettesítenünk az átviteli karakterisztikában:

H(ej
π
2 ) =

6e−j
π
2 − 0, 8e−2j π2

1− 0, 8e−j
π
2 + 0, 15e−2j π2

=
0, 8− 6j

0, 85 + 0, 8j
≈ 5, 1857e−2,1933

Ezután a választ meghatározhatjuk, úgy, hogy:

y[k] = 4|H(ej
π
2 )| cos

(
kπ

2
+
π

4
+ arc

(
H
(
ej

π
2

)))
Itt a 4 és a π

4 a gerjesztésből átvett értékek; arc(z) pedig z komplex szám szögét jelöli.
Tehát:

y[k] = 4 · 5, 1857 cos

(
kπ

2
+
π

4
− 2, 1933

)
≈ 20, 743 cos

(
kπ

2
− 1, 4080

)
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2.9.9. 2017-as tavaszi I. ZH A csoport kisfeladatai
([(5)])

1. Egy FI rendszer karakterisztikus polinomja: λ2 +mλ+ 5. Mely m értékekre lesz stabil a rendszer?

Routh-Hurwitz-kritérium szerint: m > 0.

2. Adja meg az u[k] = 4 cos( 3kπ
17 + π

4 ) DI jel periódusszámát, vagy indokolja, ha a jel nem periodikus!

3

17
π = 2π

M

L
3

17

1

2
=
M

L
3

34
=
M

L
=⇒ L = 34

3. Számítsa ki a h[k] = 3 · 0, 5kε[k] és u[k] = 5 függvények konvolúcióját!

y[k] =

∞∑
i=−∞

h[i]u[k − i] =

∞∑
i=−∞

5 · 3 · 0, 5iε[i] = 15

∞∑
i=0

0, 5i = 15 · 2 = 30

4. Egy folytonos idejű, lineáris, időinvariáns rendszer impulzusválasza: h(t) = ε(t)(3 · cos(2t + π
4 )). Adja meg a

rendszer válaszát az u(t) = 5δ(t− 6) gerjesztésre!

Itt kihasználjuk a rendszer linearitását és időinvariáns tulajdonságait. Mivel egy eltolt impulzussal gerjesztjük a
rendszert, így a válasz is annyival el lesz tolva, és a konstanssal csak beszorzunk:

y(t) = 3 · 5 · cos
(

2(t− 6) +
π

4

)
ε(t− 6)

5. Egy folytonos idejű, lineáris, invariáns rendszer állapotváltozós leírása:

A =

[
−2 −3
1 −6

]
B =

[
2
3

]
Határozza meg az állapotváltozók állandósult értékét (x1(t→∞) és x2(t→∞)) az u(t) = 5ε(t) gerjesztésre!

Konstans gerjesztés t → ∞-ben, ezért beáll az állandósult állapot; x1(t → ∞) = konstans, x2(t → ∞) =
konstans. Konstans deriváltja 0, tehát x′ = 0 lesz. Behelyettesítve a x′ = Ax+Bu összefüggésbe:

0 =

[
−2 −3
1 −6

] [
x1(t→∞)
x2(t→∞)

]
+

[
2
3

]
u

Majd ezt kifejtve egy egyenletrendszerbe:

−2x1(t→∞)− 3x2(t→∞) + 2 · 5 = 0

1x1(t→∞)− 6x2(t→∞) + 3 · 5 = 0

Kifejezzük x1(t→∞)-t:

−2x1(t→∞)− 3x2(t→∞) + 2 · 5 = 0

−2x1(t→∞) = 3x2(t→∞)− 2 · 5
x1(t→∞) = 5− 1.5x2(t→∞)

Behelyettesítünk a másik egyenletbe:

5− 1.5x2(t→∞)− 6x2(t→∞) + 3 · 5 = 0

−7.5x2(t→∞) = −4 · 5

x2(t→∞) =
20

7.5
= 2.6̇

Visszahelyettesítve:

x1(t→∞)− 16 + 3 · 5 = 0

x1(t→∞) = 1
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II. ZH anyaga

A legtöbb itteni képlet szobatársamtól van; illetve a (7) és (4) forrásokból.

3.1. Fourier, Laplace & z transzformáció

3.1.1. Elvileg így kell Fourier transzformálni

Folytonos időben: X(jω) =

∫ ∞
−∞

x(t)e−jωtdt illetve x(t) =
1

2π

∫ ∞
−∞

X(jω)ejωtdω

Diszkrét időben: X(ejθ) =

∞∑
k=−∞

x[k]e−jkθ illetve x[k] =
1

2π

∫ π

−π
X(ejθ)ejkθ

3.1.2. Néhány gyakori jel Fourier transzformáltja

FI DI

x(t) Fourier x[k] Fourier

1 2πδ(ω) 1 2πδ(θ)

δ(t) 1 δ[k] 1

ε(t) πδ(ω) + 1
jω ε[k] πδ(θ) + 1

1−e−jθ

ε(t)e−αt 1
α+jω ε[k]qk 1

1−qe−jθ

ejω0t 2πδ(ω − ω0) ejθ0k 2πδ(θ − θ0)

3.1.3. Elvileg így kell Laplace és z transzformálni

Folytonos időben (Laplace): X(s) =

∫ ∞
−0

x(t)e−stdt Diszkrét időben (z): X(z) =

∞∑
k=0

x[k]z−k

3.1.4. Néhány gyakori jel Laplace és z transzformáltja

FI DI

x(t) Laplace trafó x[k] z trafó

δ(t) 1 δ[k] 1

ε(t) 1
s ε[k] z

z−1

ε(t)e−αt 1
s+α ε[k]qk z

z−q

ε(t)t 1
s2 ε[k]k z

(z−1)2

ε(t)te−αt 1
(s+α)2 ε[k]kqk−1 z

(z−q)2
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3.2. Periodikus jelből Fourier-sor

3.2.1. Együtthatók meghatározása FI jelekhez
Az alábbi módon képezhetjük egy periodikus FI jel Fourier-sorának az együtthatóit:

Ω =
2π

T
Xc
p =

1

T

∫ T
2

−T2
x(t)e−jptΩdt

3.2.2. Együtthatók meghatározása DI jelekhez
Az alábbi módon képezhetjük egy periodikus DI jel Fourier-sorának az együtthatóit:

θ0 =
2π

L
Xc
p =

1

L

L−1∑
k=0

x[k]e−jpkθ0

3.2.3. Mérnöki valós alak

Áttérés Xc
p-ről Xp-re: Xp = 2|Xc

p| Speciális esetek: Xc
0 = X0 Xc

L
2

= XL
2

3.2.3.1. Folytonos eset

X(t) = X0 +

∞∑
p=1

Xp cos(tpΩ + φp)

3.2.3.2. Diszkrét eset

Ha L páros: M =
L

2
− 1 X[k] = X0 +

M∑
p=1

Xp cos(θ0kp+ φp) +XL
2

cos(kπ)

Ha L páratlan: M =
L− 1

2
X[k] = X0 +

M∑
p=1

Xp cos(θ0kp+ φp)

(φp az Xc
p komplex számhoz tartozó szög, máshogy jelölve: φp = arc(Xc

p))

3.2.4. Gibbs-jelenség
Gibbs-jelenségnek nevezzük a végtelen Fourier-sor csonkolása során megjelenő oszcillációt. Ez például így nézhet ki:

−1 1

1

t

Eredeti jel
4 tagra csonkolt Fouirer
20 tagra csonkolt Fouirer

3.3. Átviteli karakterisztika

H =
Y

U
DI hálózatra: H(ejθ) = CT [ejθE −A]−1B +D FI hálózatra: H(jω) = CT [jωE −A]−1B +D

(7) alapján:

FI: ∀t ∈ R− : x(t) = 0 és
∫ ∞
−∞
|x(t)|dt <∞ =⇒ X(jω) = X(s) ahol s = jω
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DI: ∀k ∈ Z− : x[k] = 0 és
∞∑

k=−∞

|x[k]| <∞ =⇒ X(ejθ) = X(z) ahol z = ejθ

Ha a rendszer GV-stabil, akkor az átviteli karakterisztikába visszahelyettesíthetünk s és z-t, jω és ejθ helyére.

3.4. Eltolási tétel

x(t−∆t) = X(jω)e−jω∆t Folytonos időben

x[k − i] = X(ejθ)e−jiθ Diszkrét időben

3.5. GV-stabilitás

pi a pólusok (az átviteli függvény nevezőjének a gyökei)

Folytonos eset: ∀pi-re Re{pi} < 0 ⇐⇒ a rendszer GV-stabil

Diszkrét eset: ∀pi-re |pi| < 1 ⇐⇒ a rendszer GV-stabil

Mivel pi → λi (fordítva nem mindig igaz!), így ha ugyan annyi pólusunk van, mint késleltetőnk/integrátorunk és
GV-stabil a rendszer, akkor a ASZ stabil is; mivel az első ZH Stabilitás szegmensében már megismert feltételek
teljesülnek.

3.6. Parseval-tétel (energia)

Folytonos eset: E =

∞∫
−∞

|x(t) |2dt =
1

2π

∞∫
−∞

|X(jω) |2dt

Diszkrét eset: E =

∞∑
k=−∞

|x[k] |2 =
1

2π

∞∑
k=−∞

|X(ejθ) |2

3.7. Kanonikus realizációk

λ helyére behelyettesítés:

FI DI "neve"

Fourier jω ejθ karakterisztika

Laplace z s függvény

H(λ) =
b0λ

2 + b1λ+ b2
λ2 + a1λ+ a2

=
b0 + b1λ

−1 + b2λ
−2

1 + a1λ−1 + a2λ−2

A bal oldalit folytonos,
a jobb oldalit pedig diszkrét idejű hálózatoknál használjuk.

I. típus II. típus
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3.8. Példák

3.8.1. 2019-es őszi II. ZH feladatai
([(8)] általam kidolgozott megoldásai)

Nagyfeladatok:

1. Egy DI rendszer a fent található jelfolyamhálózattal adott.

(a) Határozza meg a rendszer átviteli függvényét normálalakban!
Ha elég ideig nézzük a hálózatot, felfedezzük, hogy a II. típusú kanonikus hálózat, csak kicsit máshogy
lerajzolva. Ebből látjuk, hogy:

b0 = 1 b1 = 2 b2 = −3

a1 = −0, 7 a2 = 0, 1

Ezután behelyettesítjük ezeket a DI képletbe, és mivel átviteli függvényt kér a feladat, így λ helyére z-t
helyettesítünk.

H(z) =
1 + 2z−1 − 3z−2

1− 0, 7z−1 + 0, 1z−2

(b) Határozza meg a rendszer pólusait, zérusait és jellemezze a rendszer stabilitását!
A pólusokat az átviteli függvény nevezőjének a gyökeiből, a zérusokat pedig a számláló gyökeiből kapjuk
meg. Ez csak másodfokú egyenlet megoldás: Figyelj oda, hogy diszkrét időben a másodfokú egyenlet
a+ bz−1 + cz−2 alakba van a szokásos as2 + bs+ c helyett!

p1,2 =
0, 7±

√
(−0, 7)2 − 4 · 1 · 0, 1

2 · 1
= . . . =

{
p1 = 0, 5
p2 = 0, 2

z1,2 =
−2±

√
22 − 4 · 1 · (−3)

2 · 1
= . . . =

{
z1 = 1
z2 = −3

A rendszer stabilitásáról a pólusok alapján tudunk nyilatkozni. Mivel diszkrét időben vagyunk, így az
elvárásunk, hogy |pi| < 1; ami esetünkben teljesül =⇒ a rendszer GV-stabil, és mivel a pólusok száma
megegyezik a késleltetők számával, ezért a rendszer aszimptotikusan is stabil lesz.

(c) Írja fel a rendszer átviteli karakterisztikáját, amennyiben létezik! Válaszát indokolja!
∃H(ejθ), mert a rendszer GV-stabil, itt csak be kell helyettesíteni z helyére ejθ-t.

H(ejθ) =
1 + 2e−jθ − 3e−2jθ

1− 0, 7e−jθ + 0, 1e−2jθ

(d) A rendszer u[k] gerjesztő jele egy periodikus u[0 . . . 3] = [1, 1, 0, 0] sorozat. Határozza meg a gerjesztőjel
Fourier-sorát!
A megadott sorozat 4 elemű =⇒ a periódusszám L = 4.

θ0 =
2π

L
=

2π

4
=
π

2

Majd meghatározzuk U cp értékeit:

U cp =
1

L

L−1∑
k=0

u[k]e−jpkθ0 =
1

4

3∑
k=0

u[k]e−jpkθ0 =
1

4

(
1e−jp0θ0 + 1e−jp1θ0 + 0 + 0

)
=

1

4

(
e0 + e−jp

π
2

)
=

1

4

(
1 + e−jp

π
2

)
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U c0 =
1

4

(
1 + e−j0

π
2

)
=

1

4

(
1 + e0

)
=

1

4
(1 + 1) =

1

2
→ U0 = U c0 =

1

2

U c1 =
1

4

(
1 + e−j1

π
2

)
=

1

4
− 1

4
j → U1 = 2|U c1 | = 2

U c2 =
1

4

(
1 + e−j2

π
2

)
=

1

4
(1− 1) = 0 → U2 = 2|U c2 | = 0

Majd az felírjuk mérnöki valós alakban:

L = 4→M =
4

2
− 1 = 1

U [k] = U0 +

M∑
p=1

Up cos(θ0kp+φp) +UL
2

cos(kπ) =
1

2
+

1∑
p=1

Up cos

(
kπ

2
p+ 0

)
+ 0 cos(kπ) =

1

2
+ 2 cos

(
kπ

2

)
(e) A Fourier sor alapján határozza meg az egyes átviteli tényezőket!

Az átviteli tényezők meghatározása úgy történik, hogy az átviteli karakterisztikába behelyettesíted θ helyére
a koszinuszokban található szorzó tényezőket, amik itt 0, π2 és π.

H(ej0) =
1 + 2e−j0 − 3e−2j0

1− 0, 7e−j0 + 0, 1e−2j0
=

1 + 2− 3

1− 0, 7 + 0, 1
= 0

H(ej
π
2 ) =

1 + 2e−j
π
2 − 3e−2j π2

1− 0, 7e−j
π
2 + 0, 1e−2j π2

=
1− 2j + 3

1 + 0, 7j − 0, 1
=

22

13
− 46

13
j

H(ejπ) =
1 + 2e−jπ − 3e−2jπ

1− 0, 7e−jπ + 0, 1e−2jπ
=

1− 2− 3

1 + 0, 7 + 0, 1
= −20

9

(f) Adja meg a rendszer y[k] válaszát a fenti periodikus u[k] gerjesztésre!
Erről a képletről sajnos nem tudok bővebben nyilatkozni, 2. házi alapján:

y[k] = H
(
ej0
)
U0 + U1|H

(
ej

π
2

)
| cos

(
kπ

2
+ arc

(
H
(
ej

π
2

)))
+ U2|H

(
ejπ
)
| cos

(
kπ + arc

(
H
(
ejπ
)))

=

= 0 +
2

4

∣∣∣∣22

13
− 46

13
j

∣∣∣∣ cos

(
kπ

2
+ arc

(
22

13
− 46

16
j

))
+

1

4

∣∣∣∣−20

9

∣∣∣∣ cos

(
kπ + arc

(
−20

9

))
=

= 1, 9612 cos

(
kπ

2
− 1, 1247

)
+ 0, 5556 cos (kπ + π)

2. Adott egy FI rendszer gerjesztőjele: u(t) = 2δ(t) + ε(t)e−3t, amelyre a következő válaszjelet adja: y(t) =
ε(t)(4e−3t + 5e−7t).

(a) Határozza meg az u(t) gerjesztőjel Laplace-transzformáltját!
A táblázatunkba megtalálunk mindent ami a transzformált meghatározásához kell, innentől csak behelyet-
tesítünk:

u(t) = 2δ(t) + ε(t)e−3t → U(s) = 2 +
1

s+ 3

(b) Határozza meg az y(t) válaszjel Laplace-transzformáltját!
Itt is ugyan az a történet:

y(t) = ε(t)(4e−3t + 5e−7t) = 4ε(t)e−3t + 5ε(t)e−7t → Y (s) =
4

s+ 3
+

5

s+ 7

(c) Határozza meg a rendszer átviteli függvényét normál alakban!
Itt csak annyi a teendő, hogy behelyettesítesz a H = Y

U képletbe, ami nem feltétlenül szép lépéseket is
tartalmaz(hat):

H(s) =
Y (s)

U(s)
=

4
s+3 + 5

s+7

2 + 1
s+3

=

4(s+7)+5(s+3)
(s+3)(s+7)

2(s+3)+1
s+3

=

4(s+7)+5(s+3)
(s+7)

2(s+ 3) + 1
=

4(s+ 7) + 5(s+ 3)

2(s+ 3)(s+ 7) + s+ 7
=

=
4s+ 28 + 5s+ 15

2(s2 + 7s+ 3s+ 21) + s+ 7
=

9s+ 43

2s2 + 21s+ 49
=

1

2

9s+ 43

s2 + 10, 5s+ 24, 5
=

4, 5s+ 21, 5

s2 + 10, 5s+ 24, 5
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(d) Adja meg a rendszer egy lehetséges kanonikus hálózati realizációját!
Az átviteli függvényből felírhatjuk:

b0 = 0 b1 = 4, 5 b2 = 21, 5

a1 = 10, 5 a2 = 24, 5

És íme a hálózat is:

(e) Jellemezze a rendszer stabilitását!
Kezdésképp megnézhetjük a pólusokat, mégis könnyebb másodfokú egyenletet számolni mint sajátértékeket.

p1,2 = . . . =

{
p1 = − 7

2
p2 = −7

Mivel folytonos időben vagyunk, így az elvárásunk, hogy Re{pi} < 0; ami esetünkben teljesül =⇒ a
rendszer GV-stabil, és mivel másodrendű hálózatunk van, így aszimptotikusan stabil is.

(f) Határozza meg a rendszer h(t) impulzusválaszát (súlyfüggvényét)!
Az impulzusválasz meghatározásához kell vennünk az átviteli függvény inverz Laplace transzformáltját (azaz
átalakítani úgy, hogy a táblázatból vissza tudjuk keresni).

4, 5s+ 21, 5

s2 + 10, 5s+ 24, 5
=

4, 5s+ 21, 5(
s+ 7

2

)
(s+ 7)

=
A

s+ 7
2

+
B

s+ 7

Kicsit rendezgetünk:

4, 5s+ 21, 5(
s+ 7

2

)
(s+ 7)

=
A

s+ 7
2

+
B

s+ 7

4, 5s+ 21, 5(
s+ 7

2

)
(s+ 7)

=
A(s+ 7) +B

(
s+ 7

2

)(
s+ 7

2

)
(s+ 7)

4, 5s+ 21, 5 = A(s+ 7) +B

(
s+

7

2

)
4, 5s+ 21, 5 = As+ 7A+Bs+

7

2
B

Majd ebből lesz egy egyenletrendszer:

4, 5 = A+B

21, 5 = 7A+
7

2
B

4, 5−B = A

21, 5 = 7(4, 5−B) +
7

2
B =⇒ B =

20

7

4, 5 = A− 20

7
=⇒ A =

23

14

Ha megnézzük az átalakított átviteli függvényt, akkor könnyedén felírhatjuk az inverz Laplace-transzformáltját
a táblázat alapján:

H(s) =
23

14

1

s+ 7
2

+
20

7

1

s+ 7
→ h(t) = ε(t)(1, 64e−3,5t + 2, 86e−7t)
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Kisfeladatok:

1. Adja meg H(s) = 1
s+2 egy kanonikus hálózati realizációját!

Ez egy nagyon cuki kis hálózatocska lesz, mivel elég bele egy késleltető (kivéve, ha szeretsz törteket bővíteni).
Erre az általános képlet így néz ki:

H(s) =
b0s+ b1
s+ a1

azaz b0 = 0, b1 = 1, a1 = 2

És itt a hálózat (A II. típus alapján):

2. Adja meg a 3 mintányi csúszóablakú-átlagoló, mint DI rendszer egy kanonikus hálózat realizációját!
Egy olyan hálózatot kér a feladat, ami a legutóbbi 3 bemenet átlagát adja kimenetként; azaz 2 késleltetőnk lesz,
és minden visszacsatoló erősítő súlya 0 lesz, és minden kimenet felé menő erősítő súlya 1

3 lesz.

3. Írja fel általános FI jelekre a Parseval-tételt (Idő- és frekvenciatartományra!)!
Lásd Parseval-tétel (energia)

4. Rajzolja fel léptékhelyesen egy x(t) = [1 + cos(7t)] · cos(200t) alakú, FI, amplitúdó-modulált jel spektrumát!

TODO (???)

5. Adja meg az Y (s) = 7
(s+2)2(s+1) FI válaszjel t = +∞-ben felvett értékét (végértékét)!

ZH-n felírtak a táblára egy nagyon hasznos képletet:limt→∞ x(t) = limλ→1(1−X(λ)) Ez alapján:

lim
t→∞

y(t) = lim
s→1

(1− Y (s)) = lim
s→1

(
1− 7

(s+ 2)2(s+ 1)

)
= 1− 7

18
= 0, 61
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3.8.2. Példa FI periodikus jel Fourier transzformálására
Legyen u(t) egy periodikus gerjesztőjel, melynek periódusideje T = 2π, értéke −T/4 és T/4 között -2, különben 0.
Adja meg a jel Fourier-sorának első 2 nem nulla együtthatóját!

Az ilyen feladatoknál előnyös lerajzolni, hogy mégis milyen jellel van dolgunk, ez most valahogy így néz ki:

Meghatározzuk Ω értékét:

Ω =
2π

T
=

2π

2π
= 1

Ezután elővesszük az Xc
p-k előállításához szükséges képletet, és a fenti ábrát segítségül vesszük az integrálás felbontá-

sára:

Xc
0 =

1

T

∫ T
2

−T2
x(t)e−jptΩdt =

1

2π

∫ π

−π
x(t)e−j0tdt =

1

2π

∫ π

−π
x(t)dt =

1

2π

(∫ −π2
−π

0dt+

∫ π
2

−π2
−2dt+

∫ π

π
2

0dt

)
=

=
1

2π

∫ π
2

−π2
−2dt = − 2

π

(π
2

+
π

2

)
= −2

Xc
1 =

1

T

∫ T
2

−T2
x(t)e−jtΩdt =

1

2π

∫ π

−π
x(t)e−jtdt =

1

2π

(∫ −π2
−π

e−jtdt+

∫ π
2

−π2
−2e−jtdt+

∫ π

π
2

0e−jtdt

)
=

=
−2

2π

∫ π
2

−π2
e−jtdt = − 1

π

[
je−jt

]π
2

−π2
= − 1

π

(
je−j

π
2 − jej π2

)
= − 2

π

Ezekből már könnyedén megmondhatjuk, hogy

X0 = Xc
0 = −2 X1 = 2|Xc

1 | =
4

π

Átírva mérnöki valós alakba:
X(t) = −2 +

4

π
cos(t+ π)

Megjegyzés: ez a feladat nem lett még validálva, és nekem se tiszta teljesen, hogy mit csinálok itt, szerintem jó
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Felhasznált cuccok

(1) Saját gyak és házi feladat jegyzeteim

(2) A jelfolyamhálózatokat CorelDraw R© 12-ben rajzoltam

(3) Szobatársaim random lapjai

(4) vik.wiki/Rendszerelmélet [Fourier-sor képlettár 2]
https://vik.wiki/images/9/90/Relm_fourier_keplettar2_2017.pdf

(5) vik.wiki/Rendszerelmélet [1. ZH 2017 tavasz]
https://vik.wiki/images/8/87/Rendszerelmelet_zh1_20170406_megold.pdf

(6) vik.wiki/Rendszerelmélet [1. ZH 2018 ősz]
https://vik.wiki/images/2/2a/Relm_2018_osz_zh1_javitokulcs.pdf

(7) vik.wiki/Rendszerelmélet [Elméleti összefoglaló a II. ZH-hoz]
https://vik.wiki/images/3/32/Reelm_osszefoglalo_zh2_2017.pdf

(8) Rendszerelmélet Facebook csoport

I guess így ez oké?

"A tárgy elsajátítását segítő gyakorlatanyagok semmilyen formában nem terjeszthetőek [...]"

Ennek a dolognak eleget teszek (szerintem), mert semmilyen formában nem használtam fel a tárgyoldalon található anyagok
tartalmát ennek a dokumentumnak az elkészítéséhez. ZH-k nem tudom mennyire sértik ezt a dolgot mondjuk..., bár semmin
nem volt "NEM TERJESZTHETŐ" feladat amiket néztem (:

Also, ha már itt tartunk, akartam rakni "NEM TERJESZTHETŐ" feliratokat én is, csak rájöttem, hogy sokkal kényelmesebb
tanulni, ha nincsenek random a feladaton és ábrákon keresztül szövegek.

A dokumentum elkészítése közben csupán egyetlen füzetnek eset komolyabb bántódása, de nem ment ki az ablakon, szóval it’s
fine.
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Changelog

6.8.1d55988

• Tartalomjegyzék megjavítva.

• 2019 őszi II. ZH 1./d feladat újra lett számolva.

• Helyesbítés z és Lapace tranformációk elnevezésében

• Nagyobb margók Németh Krisztián igénye szerint

• Pár extra igazítás javítás

6.7.e60c18e

• Elgépelések javítása a Bevezetőben és az Egységugrás és egységimpulzus részben.

• 2017-as tavaszi I. ZH A csoport kisfeladatai kifejtése befejezve.

6.6.29c5406

• Git előtti changelog eltávolítva

Régi verziók: 6.3.1231, 6.2.1228, 6.1.1228, 5.2.1224, 5.1.1224, 5.0.1224

• Egységugrás és egységimpulzus szegmens szétszedve több alrészre

• Pár extra ábra, a jobb szemléltetés érdekében

• Bevezető hozzáadva

• Tartalomjegyzék igazítása, hogy ráférjen egy lapra

6.5.a077b16

• Fourier és Laplace transzformációs táblázatot szétszedtem két külön táblázattá, egyértelműség érdekében

• Pontosítva a pólus - sajátérték megfeleltetés

• A 2019-es második ZH ehhez tartozó megoldásának módosítása, hogy kövesse ezt

• Periodikus jelből Fourier-sor rész pontosítva, és az ezt felhasználó feladatok javítva

• Ábrák az aszimptotikus stabilitáshoz

6.4.20ccf48f

• Átköltöztettem a projectet Nextcloudról gitlab-re
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