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Bevezetd

1.1. Why?

Kezdetben csak Gssze akartam irni a képleteket amik kellenek az els6 ZH-ra, mert mentem javitani és jora akartam
megirni azt. Eddig ezeket a képletgytijteményeket mindig papirra irtam, de kitaldltam, hogy ebben a félévben meg-
tanulok ETEX-ben dolgozni. A doksi kezdeti verzioja csak ennyibdl allt: sok képlet behédnyva kb semmilyen logikat
nem kévetve, ez persze gyorsan megvaltozott és kialakult a mostani szerkezete a doksinak. A mésodik ZH-t is mentem
javitani, mert nem kellett sok a négyeshez (meg, az 6toshoz se annyira), és akkor dolgoztam ki a II. ZH-hoz tartozo
dolgokat. A végén elég érdekes projectté valt és szivesen foglalkozok vele a késGbbiekben is.

1.2. Mirél szél a targy?

Ez a targy a villamosmérnok szakosok Jelek €s rendszerek cimi targyanak a kistestvére. A targy sorén kiilonbo6zd
jelekkel és rendszerekkel fogunk foglalkozni, id6 és frekvenciatartomanyban. Ezek a rendszerek kapnak egy (vagy tobb)
bemenetet, ez a rendszer gerjesztése, és erre kapunk egy (vagy tobb) kimenetet, ez pedig a vdlasz.

1.2.1. Rendszerek, jelfolyam halézatok

A targy soran egy bemenettel és egy kimenettel rendelkezé rendszerekrol lesz szo. Ezeket a rendszereket lehet 4brazolni
jelfolyamhalozatokkal, amik valahogy igy néznek ki:

Ezeknek a halozatoknak az épitGelemei a kévetkezok:

Forrasok: : Nyelsk: : Osszeadok: @—

a

— > —>
Késleltetsk /Integralok: Erésitsk:

A forrasokbol érkezik rendszerbe a gerjesztés (u) és nyelSkbe jut a vélasz (y). Az Osszeaddk Gsszegzik a bemenete-
ket és az kiadjak magukbol az Gsszeget (D be; = ki). Diszkrét ideji halozatoknal beszéliink késleltetGkrsl, melyek
egy ltemmel késébb adjak tovabb a bemenetet (be[k — 1] = ki); folytonos id6ben pedig integralokrol beszéliink
( fioo be(T)dr = ki). Az er6sitsk pedig megszorozzék a bemenetiiket egy adott konstanssal (a- be = ki). Ezeknél persze
létezik tobb elem is, de azokkal a targy normal keretein beliil nem foglalkozunk.



1.2.2. Jelek osztalyozasa

A jeleket sokféleképpen osztalyozhatjuk, de elsGsorban a kévetkezd csoportositas lesz a legfontosabb szémunkra. Itt a
jeleket szétosztjuk folytonos illetve diszkrét idejiire és ezeknek a jeleknek az értékkészlete szintén lehet diszkrét illetve
folytonos. A targy soran eléforduld jelek mindig folytonos értékiiek lesznek.

1.2.2.1. Folytonos értéki jelek

Példa diszkrét ideji jelre Példa folytonos idejd jelre
1% 15

1.2.2.2. Diszkrét értéki jelek

Példa diszkrét idejt jelre Példa folytonos ideji jelre
2 x . 1%
1.5 ¢ 05 | I

1 ; 1t
2 4
05e [ . |
0
3

o e
—_
[\)



I. ZH anyaga

2.1. Egységugras és egységimpulzus

2.1.1. Diszkrét idében

2.1.1.1. Egységugras

1
0 k<0
elk] = { 1 k>0
t
-1 1
2.1.1.2. Egységimpulzus
1
1 k=0
olk] = { 0 k#0 t
-1 1
2.1.1.3. Hasznos Osszefiiggések
ekl => o[k —i]  o[k] = e[k] — e[k — 1]
i=0
2.1.2. Folytonos idében
2.1.2.1. Egységugras
0 t<0
g(t) = ¢ t = 0-ban nem definialt (ezt nem nagyon lehet d@brdzolni)
1 t>0

2.1.2.2. Hasznos Osszefiiggések

b

g'(t) =4(t) Va, b-re /5(T)d7 =1 / fm)o(t —m)dr = f(t)

a

¢ ¢ b
/e(t —71)e(r)dr = /e(T)dT =t Generikusan: /8(7’)d7’ = max(b,0) — max(a, 0)
0 0 a

2.2. Periodicitas
Egy v(t) = Acos(ft + B) alaku jel periodicitasat a kovetkezsképp irhatjuk le:

0
=T ahol M a korszam, L pedig a peri6édusszam
T



2.3. Konvolucid

2.3.1. Diszkrét idejid rendszerek esetén

o0

ylk] = hlk] «ulk] = Y hlk—iufi] = > u[k—i]h[i]

1=—00 1=—00
Ha a [k — 4] argumentum tag (0-ban) belépd, akkor az Osszegzést elég k-ig végezni.

Ha a [i] argumentumu tag (0-ban) belépd, akkor az Gsszegzést elég 0-t6] kezdeni.

2.3.2. Folytonos idejti rendszerek esetén

oo

y(t) = h(t) * u(t) = / h(t — ryu(r)dr = / u(t — 7)h(r)dr

—o0
Ha a (t — 7) argumentumu tag (0-ban) belépd, akkor az integralast elég t-ig végezni.

Ha a (7) argumentumi tag (0-ban) belépd, akkor az integralast elég 0-t6l kezdeni.

2.4. Impulzusvalasz

2.5. Ugrasvalasz

2.6. Allapotvaltozos leiras

' = Az + Bu

y=C"z+ Du

2.6.1. Impulzusvalasz szamitasa masodrendid halézatok esetén

Legyen egy LTI rendszer karakterisztikus egyenlete A2 + a1\ 4+ az = 0 és az ebbdl kapott 2 sajatérték \; és Ay, Az
impulzusvalasz kiszamitasahoz vegyik M; = QTélﬁ és My = QT£2§ matrixfiiggvényeket, ahol £1 ,£2 Lagrange
métrixok az aldbbi médon szamithatok:

L, _A-ME | _A-nE
Y e
£1+£2_£

e Impulzusvalasz diszkrét idSben:ulk] = Dé[k] + e[k — 1](QTék71§) = DOJK] + e[k — 1) (MAF ™ + Mo AE—T)

e Impulzusvalasz folytonos idsben:u(t) = DA(t) + e(t)(CTeA B) = Di(t) + e(t)(Myert + Maer2?)



2.7. Stabilitas

Ha egy rendszer aszimptotikusan stabil = gerjesztés-vélasz stabil is.

2.7.1. GV-stabilitas

Diszkrét id6ben, ha > |h[k]| < 0o <= a rendszer GV-stabil.

1=—00

(oo}
Folytonos idében, ha [ |h(t)|dt < co <= a rendszer GV-stabil.

2.7.2. Aszimptotikus stabilitas diszkrét idében

Vie{1,2,..,n}-re |\] <1 = arendszer aszimptotikusan stabil (ahol n a sajatértékek szama)

Ha a karakterisztikus egyenletiink A% 4+ a1\ + ap = 0, akkor a Jury-kritérium szerint a

Al
rendszer aszimptotikusan stabil, ha az alabbi harom egyenl&tlenség teljestil: !
1+a;+a2>0 < D

l1—a;+ax>0

-V

|a2\ <1

2.7.3. Aszimptotikus stabilitas folytonos idében
Vie{1,2,...,n}re Re{)\} <0 = arendszer aszimptotikusan stabil (ahol n a sajatértékek szama)

Al
Ha a karakterisztikus egyenletiink A\?> + a; A + as = 0, akkor a Routh-Hurwitz-kritérium
szerint a rendszer aszimptotikusan stabil, ha az alabbi két egyenl&tlenség teljesiil:

ar >0

as >0

2.8. Atviteli karakterisztika

X1 = anXle*ja + a12X267j6 + blU
X2 = anglefje + a22X267j6 + b2U
Y =1 X1e9 + s Xoe ™% + DU

Itt ki fogod tudni fejezni X;-et, majd azt hasznalva Xs-t és végiil ezekbdl Y-t, majd felirod a fenti képlet formajaban,
ez nagyrészt csak egyenletrendezgetés.



2.9. Példak

2.9.1. Konvolucioés példa diszkrét idében

Egy DI rendszer impulzusvalasza hlk] = —1,5 - 0,8%¢[k] + 2,50[k]. Adja meg a rendszer valaszat u[k] = 0,6[k]
gerjesztésre!
(2019 egyik gyakorlatan volt [(1)])

ylk] = hik] xulk] = " hlk —iuli] =

k (Mivel h[k] O-ban beléps / a rendszer kauzalis)

= > hlk — iluli] =

=0 (Mivel u[k] 0-ban belépd)

k
= (~1,5-0,8""c[k — i] + 2,56[k — i])(0,6") =
=0

k k
= —1,5-0,8"70,6%[k —i] + > _2,5-0,6'0[k —i] =
=0 =0
0,6 u
— k ) . i 4
=-1,5-0,8 ;078i5[l€—z]+2,5;0,6 5[k —i] =

A bal oldali szumma esetén az e[k — i]-t elhagyhatjuk, mivel a teljes Gsszegzési tartomanyon 1 értéket vesz fel. A
jobb oldali szumma mindenhol 0 kivéve i = k-ban, ahol pedig 0,6*. Mivel a egy kauzalis rendszer beléps gerjesztésre
belépd valaszt kell adjon, odakeriil a végére egy e[k| szorzo.

" 0,60
=—-1,5-0,8" T +2,5-0,6"[k] =
D owt 1]
=0
Ezutan kihasznalva, hogy a megmarad6 szumma egy mértani sort ir le, hasznalhatjuk a Z?:a al = “affabﬂ Osszefiig-

gést hozza.
8,ﬂo, 750 — 0, 75k +1
1-0,75

~ —1,5-0,8%(1—0,75"1)
B 0,25

= —6-0,8%(1 -0, 75" N e[k] + 2,5 0,6 [k] =
= —6-0,8%[k] +6-0,8%0,75- 0,75 [k] +2,5-0,6"[k] =
= e[k](—6-0,88 +7-0,6")

=—-1,5-0, e[k] +2,5-0,6%c[k] =

e[k] +2,5-0,6%c[k] =




2.9.2. Konvoliciés példa folytonos idében

Egy folytonos idejii rendszer impulzusvélasza h(t) = 46(t) — 2e(t)e . Adja meg a rendszer valaszat u(t) = e(t)e >t

gerjesztésre!

(2018 &szi félév 1. ZH 2. feladat c része [(6)])
y(t) = h(t) = u(t) = / h(t — T)u(r)dr —
t (Mivel h(t) O-ban beléps / a rendszer kauzalis)
= / h(t — T)u(r)dr =
0 (Mivel u(t) O-ban belépd)
t
= / (46(t — 1) — 2¢(t — 7)e ) (e(1)e T )dr =
t t
=4 / §(t —1)e(T)e™>"dr — 2/€(t — )e(r)e ) dr =

0

t

0
=4 [ 6(t—7)e(r)e 5Tdr — 27 [ e(t — 1)e(T)dT =
/ /

Mivel §(t)-vel valo szorzasnal behelyettesithetiink azzal az értékkel, amikor 0(¢) 1-et vesz fel; az alabbi médon modosul

az egyenletiink:

¢
4/(5 (t —T)e(t)e  tdr — 2™ 6(t —T1)e(r)dr =
0

t
_5t/6t—7 YdT — 2e” St/a t—7)e
0

Ezutan felhasznalhatjuk (¢) azon tulajdonsagat is, hogy Va, b-re fa §(r)dr = 1.



2.9.3. Konvolucios példa konstans gerjesztéssel (FI)

Egy folytonos idejti rendszer impulzusvalasza h(t) = 40(t) — 2e(t)e 5. Adja meg a rendszer valaszat u(t) = 5
gerjesztésre!

(2018 &szi félév 1. ZH 2. feladat d része [(6)])
e}

yt) =u(t) s h(t) = [ (e~ Dh(r)dr =
oo (Mivel u(t) nem belépd)
= / u(t —7)h(7T)dT =
0 (Mivel h(t) 0-ban beléps / a rendszer kauzalis)

o0

_ / (5)(45(r) — 26(r)e=")dr =
0
=20 [ 6(r)dr — 10 [ e(r)e ®"dr =
o]

Ezutéan felhasznalhatjuk 6(¢) azon tulajdonsigat is, hogy Va, b-re f;) 0(T)dT = 1; a jobb oldali integralnal pedig elhagy-
hatjuk az e(t)-t mivel az integralas teljes tartoméanyan 1 lesz az értéke.

* —57 X
=20—10/e_57d7:20—10 [e } -
_5 0

o

2.9.4. Impulzusvailasz szamitasa ugrasvalaszbdl

Egy folytonos idejti, idsinvarians rendszer ugrasvalasza g(t) = e(t — 1)(5 — 3e~2"). Szamitsa ki a rendszer impulzusva-

laszat!

(2018 Geri felev 1. ZH 2. foladat a része [(6)])
Tudjuk, hogy g(t) = h(t) és (fg)' = f'g+ fg"
h(t) = (e(t —1)(5 — 3e™2%)) =
=5(t—1)(5—-3e %) +e(t —1)6e 2" =
Mivel §(¢)-vel valo szorzasnal behelyettesithetiink azzal az értékkel, amikor §(t) 1-et vesz fel:
=0(t—1)(5—3e"2) +e(t —1)6e 2" =

~ 4,5946(t — 1) +(t — 1)6e~ 2

10



2.9.5. Jury kritérium példa (DI)
Egy DI LTT rendszer jelfolyam hélozataval adott:

(2018 &szi félév 1. ZH 1. feladat a és b része [(6)])
(D)
10 ii m

D—o——0 O

-0,1 -0,4

B
BT

1

>
L=
A halozat alapjan felirhat6 egyenletek:

z1[k + 1] = 10mulk] + ma[k] — 10 - 0, lmao[k] + u[k] — 0, lza[k] — 0, 4x2[K]
xalk + 1] = y[k] = x1[k] — 0, lag[k] — 0, 4xo[k] 4+ u[k] + m10ulk] — m10 - 0, las[k] + maq [k]

Majd szépen rendezve:
z1[k + 1] = ma[k] — (m + 0, 5)x2[k] + (10m + 1)ulk]
xalk + 1] = (m + D)x1[k] — (m + 0,5)z2[k] + (10m + 1)ulk]
ylk] = (m + D)x1[k] — (m + 0, 5)xa[k] + (10m + 1)u[k]
Ezekbél felithato A, B,C" és D:
B m —(m+0,5) _ [(10m+1)
A_[(erl) (m+0,5)} B—{( }
Cl=[m+1) —(m+0,5] D=10m+1

Nézziik meg mely m értékekre lesz a rendszer aszimptotikusan stabil!

m— A\ —(m+0,5)

det [(m+ 1) —(m+0,5)— X

} ==X 40,50 +m+0,5
Alkalmazzuk a Jury kritériumot (a; = 0,5, az = m +0,5)

l1+a;+ay>0
1,54+0,54+m >0
m > —2

l1—a;+ax>0
0,5+0,54+m >0

m > —1
lag] < 1
0,5 +m| <1
Ha m < —0,5:
—-0,5—-m<1
m>—1,5
Ha m > —0,5:
0,5+m<1
m<0,5

Tehét a rendszer aszimptotikusan stabil, ha —1 < m < 0, 5.

11



2.9.6. Impulzusvalasz szamitasa allapotvaltozos leirasbol (DI)

Egy DI LTI rendszer allapotvaltozos leirasa a kovetkezs:

(2018 &szi félév 1. ZH 1. feladat d része [(6)])

z[k + 1] = Ax[k] + Bulk]

ylk] = CTz[k] + Dulk]
ahol:

_[0,6 -0,2 2l o
A‘[—o,4 0,4] B_H ¢ =02 D=-1

ulk] = Do[k] + e[k — 1)(CT A* ' B) = D3[k] + e[k — 1](MiA} ™' + MaAS ™)

Kezdésképp hatarozzuk meg az A matrix sajatértékeit:

0,6 -\ —0,271 B

det{m 0,4A]_”'_’\ —A+0,16=0

1+4/12-4-1-0,16 1+0,6
2.1 T2

M =08 =02

A2 =

A sajatértékekhez tartozé Lagrange matrixok:

A-0E 1 J0,6-02 -02 ]_1[2 -1
=315 7

1

3

éI*Al—&*o,ﬁ -0,4 0,4—-0,2

; _4-ME_ 1 10,6-08 02 | _
=" )\—-)\  -0,6| —-04 0,4-0,8]

Ezt kdvetGen meghatarozhatjuk M; és Mo konstansokat:

w-cua-lo [} J-4er 3[)--

My=CTLB=<[0 2 B ;] m ) m:i

Ezeket felhasznélva az impulzusvélasz zart alakja megadhato:

ulk] = e[k — 1] <zo g1 2

80,2“) — 0[k]

12



2.9.7. Példa atviteli karakterisztika meghatarozasara

Egy diszkrét idejd, linearis, idGinvaridns rendszer allapotvéltozos leirasa a kovetkezs:

10,2 -0,3 2 T _
a=[ot 0e) B=ls] =02 p=o

Hatarozza meg a rendszer atviteli karakterisztikajat!

(2017 tavassi felév 1. ZH A csoport 2. feladat o/4 része [(5)])
X: =0,2X1e779 —0,3X0e770 + 2U
X5 =0,1X1e79% +0,6X5e79% + 3U
Y = 2X,e 7
Kifejezziik X;-et:
(1-0,2e799)X; = —0,3Xe 779 +2U

—0,3X5e 70 42U
X = ,
1-0,2e79

Ezt ismerve, kifejezziik Xo-t is:

—0,3X5e 7% +2U

_ —3j0
X, =0,1 02090 ° +0,6X2e 7% +3U
—0,03X5e 279 40,2790 .
X, = —p08Aee T H02C T x,eif 130
1—0,2e3

X5 —0,2¢ 77Xy = —0,03X0e %7 + 0,2 7U+
+0,6X2e77% —0,12X9e 27 +3U — 0,6Ue 70
(1—0,8¢77% +0,15e729%) X5 = 0,2¢ 77U + 3U — 0,6Ue7?
3—0,4e7°

X, = : _ ]
27 1-0,8¢7% + 0, 15¢23°
Majd végiil Y-t is:
Y = 2X,e 79
3—0,4e 9 .
Y =2 7 SUe°
1-0,8¢-30 40,1529 ©
6e=99 — 0, 8e— 29
Y = __ :
1—0,8e=3% 40, 15¢—249
—70 —250
H(eje)zz 6e™7" —0,8e~%

U~ 1-0,8:4%+0,15e 20

2.9.8. Példa valasz szamitasara atviteli karakterisztika alapjan

Szamitsa ki a rendszer u[k] = 4 cos(&F + T) gerjesztésre adott valaszt!
. —j6 —256
A rendszer atviteli karakterisztikaja: H(e’?) = 1_3558;_]._33_’3’6152:_2].9 (el6z6 példabol)
(2017 tavaszi félév 1. ZH A csoport 2. feladat c/5 része [(5)])
A megadott gerjesztéshbdl elsGsorban a kérfrekvencia (k egyiitthatoja) érdekes, ami esetiinkben 7. Ezt kell 6 helyére
helyettesiteniink az atviteli karakterisztikdban:
. 6e=73 —0,8¢e7%% 0,8 — 67
H(IF) _ )~ 5, 1857e 21933

T 1-0,8¢95 +0,15e 235 0,85+0,8j
Ezutan a valaszt meghatarozhatjuk, ugy, hogy:
- k o
ylk] = 4|H (e’ 2)] cos (; + % +arc (H (632))>

Itt a 4 és a § a gerjesztésbdl atvett értékek; arc(z) pedig z komplex szam szogét jeldli.
Tehat:

k k
y[k] = 4 - 5, 1857 cos <27T + g _9, 1933) ~ 20, 743 cos <27T - 1,4080)
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2.9.9. 2017-as tavaszi I. ZH A csoport kisfeladatai

(e
1. Egy FI rendszer karakterisztikus polinomja: A? 4 mA + 5. Mely m értékekre lesz stabil a rendszer?

Routh-Hurwitz-kritérium szerint: m > 0.

2. Adja meg az ulk] = 4008(3’1"% + %) DI jel periodusszamat, vagy indokolja, ha a jel nem periodikus!

31_M
172 L
3 M

3. Szamitsa ki a h[k] = 3 - 0, 5%¢[k] és u[k] = 5 fiiggvények konvolticiojat!

ylk] = i hlilulk — i] = f: 5-3-075%[@']:15%0,51‘:15-2:30

i=—00 i=—00 i=0

4. Egy folytonos idejd, linearis, idGinvarians rendszer impulzusvalasza: h(t) = €(t)(3 - cos(2t + 7)). Adja meg a
rendszer valaszat az u(t) = 5(t — 6) gerjesztésre!

Itt kihasznaljuk a rendszer linearitasat és idéinvarians tulajdonsagait. Mivel egy eltolt impulzussal gerjesztjiik a
rendszert, igy a valasz is annyival el lesz tolva, és a konstanssal csak beszorzunk:

y(t) :3~5~cos(2(t—6)+g)€(t—6)
5. Egy folytonos idejd, linearis, invaridns rendszer allapotvaltozos leirasa:
-2 -3 2
I

Hatérozza meg az allapotvaltozok allandosult értékét (zq(t — 00) és zo(t — 00)) az u(t) = 5e(t) gerjesztésre!

[5S

Konstans gerjesztés ¢ — oo-ben, ezért beall az allandosult allapot; x1(t — oo0) = konstans, x2(t — o00) =
konstans. Konstans derivaltja 0, tehat 2’ = 0 lesz. Behelyettesitve a 2’ = Az 4 Bu Osszefiiggésbe:

-1 ez B

Majd ezt kifejtve egy egyenletrendszerbe:

o

—221(t = 00) — 3zt > 00)+2-5=0
1z1(t = 00) — 6z2(t =+ 00) +3-5=0
Kifejezziik 1 (t — 00)-t:
—221(t = 00) — 3zt > 00)+2-5=0
—221(t = 00) = 3z9(t > 0) —2-5
z1(t = 00) =5 — 1.5x2(t — 00)
Behelyettesitiink a masik egyenletbe:
5—1.5z2(t = 00) — 6x2(t > 00)+3-5=0
—7.5x9(t > 00)=—-4-5

20 .
x2(t — 00) = E = 2.6

Visszahelyettesitve:

z1(t > 0)—16+3-5=0
z1(t > o00) =1

14



I1I. ZH anyaga

A legtdbb itteni képlet szobatarsamtél van; illetve a (7) és (4) forrasokbol.

3.1. Fourier, Laplace & z transzformacié
3.1.1. Elvileg igy kell Fourier transzformalni

Folytonos id6ben: X (jw) = / x(t)e I¥tdt illetve w(t) = —/ X (jw)el“ duw

. > , 1 (7
Diszkrét idsben: X (e79) = Z z[kle %0 dlletve  x[k]

k=—o0

_ L X (039) k0
o | (e’)e

3.1.2. Néhany gyakori jel Fourier transzformaltja

FI DI
0 Fourier x[k] Fourier
1 278 (w) 1 276 (6)
s | o L
) w0+ | e mo0)+ i
et Ao | ekt =i
ot omdw—w) | O 2ms(0—6) |

3.1.3. Elvileg igy kell Laplace és z transzformalni
/.

3.1.4. Néhany gyakori jel Laplace és z transzformaltja

Folytonos idében (Laplace): X(s) = x(t)e Stdt Diszkrét idében (z):

FI DI
x(t) Laplace trafo x[k] z trafo
o(¢) 1 O[k] 1
o | T
et L B
e(t)t L e[k]k R
et hn | e

15



3.2. Periodikus jelbdl Fourier-sor

3.2.1. Egyiitthaték meghatarozasa F1 jelekhez
Az alabbi modon képezhetjiik egy periodikus FI jel Fourier-soranak az egyiitthatoit:

T
2 1 [z ;
o="" XS = —/ x(t)e Pt

3.2.2. Egyiitthatok meghatarozasa DI jelekhez
Az alabbi modon képezhetjiik egy periodikus DI jel Fourier-soranak az egyiitthatoit:

2 S e U
0y = T X5 = I x[k]e
k=0
3.2.3. Mérnoki valés alak
Attérés X161 Xpmre: X, = 2| X7 Specialis esetek: X§ = Xo X% =Xy

3.2.3.1. Folytonos eset

X(t) = Xo+ ZXP cos(tpY + ¢p)

p=1
3.2.3.2. Diszkrét eset
I M
Ha L paros: M = 5~ 1 X[k] = Xo+ ZXP cos(Bokp + ¢p) + Xy cos(km)
p=1
L—1 l
Ha L paratlan: M = — X[k] = Xo+ Z X, cos(Bokp + ¢p)
p=1

(¢p az X komplex szdmhoz tartozd szog, mashogy jeldlve: ¢, = arc(X,))

3.2.4. Gibbs-jelenség

Gibbs-jelenségnek nevezziik a végtelen Fourier-sor csonkoldasa soran megjelend oszcillaciot. Ez példaul igy nézhet ki:

| | t
—1 1

. — Eredeti jel

\ —— 4 tagra csonkolt Fouirer |

4 N 20 tagra csonkolt Fouirer

3.3. Atviteli karakterisztika
Y : _
H =2  DIhalozatra: H(e')=C"eE—A7'B+D  FI halozatra: H(jw) = C"[jwE — A|"'B+ D
(7) alapjan:
FL V€ R : 2(t) = 0 és / w()|dt < 00 —> X(jw) = X(s) abol s = ju

16



DL:Vk € Z™ : afk]=0¢s Y |afk]| <oo = X(¢') = X(2) ahol z = ¢/’

k=—o00

Ha a rendszer GV-stabil, akkor az atviteli karakterisztikaba visszahelyettesithetiink s és z-t, jw és e? helyére.

3.4. Eltolasi tétel

z(t — At) = X (jw)e IwAt Folytonos idében
z[k —i] = X (e/9)e 7% Diszkrét id6ben

3.5. GV-stabilitas
p; a polusok (az atviteli fiiggvény nevezdjének a gyokei)
Folytonos eset: Vp;-re Re{p;} <0 <= a rendszer GV-stabil

Diszkrét eset: Vp;-re |p;| <1 <= a rendszer GV-stabil

Mivel p; — A; (forditva nem mindig igaz!), igy ha ugyan annyi polusunk van, mint késlelteténk/integratorunk és
GV-stabil a rendszer, akkor a ASZ stabil is; mivel az els6 ZH Stabilitds szegmensében mar megismert feltételek
teljesiilnek.

3.6. Parseval-tétel (energia)

o0 1 oo
Folytonos eset: F = / | z(t) |?dt = by / | X (jw) |?dt
7r

— 00

oo o0
1 .
Diszkrét eset: E = g | z[k] |* = by g | X (e7) |?
T
k=—

k=—o0

3.7. Kanonikus realizaciok

A helyére behelyettesités:

FI | DI "neve" HO) = boAZ + by X\ + by _ bo + b1 AT 4+ by A2
] ] . T A2+ a1\ + as 14+ a1 A1 4+ agA—2
Fourier | jw | €/? | karakterisztika
. A bal oldalit folytonos,
Laplace | =z 5 fiiggvény a jobb oldalit pedig diszkrét idejd halozatoknal hasznaljuk.
I. tipus II. tipus
U b, Y
D—1, i% . i . T
Y
1 1 V
+ > + > O, Q b
Sl S BRI
y 1
V
TN

17



3.8. Példak

3.8.1. 2019-es 6szi II. ZH feladatai

([(8)] altalam kidolgozott megoldasai)

N <

>

S
O
\

0,7 -0,1

O——@
L

+

Nagyfeladatok:
1. Egy DI rendszer a fent taldlhato jelfolyamhalézattal adott.

(a) Hatéarozza meg a rendszer atviteli fiiggvényét normalalakban!

Ha elég ideig nézziik a halozatot, felfedezziik, hogy a II. tipusi kanonikus halozat, csak kicsit mashogy
lerajzolva. Ebbdl latjuk, hogy:

bo =1 by =2 by = —3
a1=—0,7 CLQZO,l

Ezutan behelyettesitjiik ezeket a DI képletbe, és mivel atviteli fiiggvényt kér a feladat, igy A\ helyére z-t
helyettesitiink.

14271 - 3272

0 1-0,727140,1272

H(z)

(b) Hatarozza meg a rendszer polusait, zérusait és jellemezze a rendszer stabilitasét!
A poélusokat az atviteli fiiggvény nevezdjének a gyokeibdl, a zérusokat pedig a szamlald gyokeibsl kapjuk
meg. Ez csak méasodfoku egyenlet megoldas: Figyelj oda, hogy diszkrét id6ben a masodfoku egyenlet
a4+ bz"! + cz~? alakba van a szokasos as’ + bs + ¢ helyett!

C0,7£4/(-0,72-4-1-0,1 [ p =05
P12 = 9.1 T Tl pe =0,2
L2222 -4-1-(=3) [z =1
21,2 = 9.1 =...= 2 - _3

A rendszer stabilitasarol a polusok alapjan tudunk nyilatkozni. Mivel diszkrét idében vagyunk, igy az
elvarasunk, hogy |p;| < 1; ami esetiinkben teljesil = a rendszer GV-stabil, és mivel a polusok szdma
megegyezik a késleltetSk szdmaval, ezért a rendszer aszimptotikusan is stabil lesz.

(c) Irja fel a rendszer atviteli karakterisztikajat, amennyiben létezik! Valaszat indokolja!
JH (e’?), mert a rendszer GV-stabil, itt csak be kell helyettesiteni z helyére e7?-t.

Hy - LH2e70 —3e0
() = 1-0,7e99 +0,1e—2¢

(d) A rendszer u[k] gerjeszts jele egy periodikus u[0...3] = [1,1,0,0] sorozat. Hatarozza meg a gerjesztGjel
Fourier-sorat!

A megadott sorozat 4 elemii = a periédusszam L = 4.

g2 _ 2T
L 4 2
Majd meghatarozzuk Uy értékeit:
U = 1 Lz_lu[kz]e_jpk‘% = 1zgju[k]e_jpkg" = 1 (16‘”000 +1le P10 4 g4 0) = 1 (eo + e‘jp%) = 1 (1 + e_jp%)
P L = 4 — 4 4 4
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1 _ 1 1 1 !
UO 1(1_‘_6‘70):Z(1+€O):1(1+1):§ —>U0:U0:§
1 1 1. c
Uv1 Z<1+6 ]1):1—1‘7 *)U1:2|U1|:2
1 1
Us = Z(1+e32):1(171):0 — Uy =2|Us| =0

Majd az felirjuk mérnoki valos alakban:

L=4—>M:§—1=1
M 1 km
Ulk] = U0—|—ZU cos Gokp+¢p)+UL cos(km) f—i—ZU cos( p—|—0>+0003(k7r):—|—2cos ()
= 2 2

(e) A Fourier sor alapjan hatarozza meg az egyes atviteli tényezdSket!

Az atviteli tényezGk meghatarozasa ugy torténik, hogy az étviteli karakterisztikdba behelyettesited 6 helyére
a koszinuszokban talalhatd szorzoé tényezdket, amik itt 0, I és m.

1+ 2e790 — 3720 1+2-—
H(ejo) + 2Ze 3e _ + 3 _
1—-0,7¢799+0,1e-20  1-0,7+0,1
924 .
H(ej%): 14 2e™ 3;—36 32.1: 1—2j.+3 :2_476],
1-0,7e79%2 +0,1e"292 1+0,77—-0,1 13 13
- 14 2e79™ — 3¢~ 207 1-2-— 20
H(el™) = + 2e 3e _ 3

1-0,7e 97 +0,1e-2i7  1+0,7+0,1 9

(f) Adja meg a rendszer y[k] valaszat a fenti periodikus u[k] gerjesztésre!
Errél a képletrsl sajnos nem tudok bévebben nyilatkozni, 2. hézi alapjan:

ylk] = H (ejo) Uo+ U1 |H (ej%) | cos <k27r +arc (H (ejg))> + Us|H (ej”) | cos (k‘ﬂ'—l—arc (H (ej”))) =

—0—1—2 §—§'COS k—ﬂ—&-arc %—ﬁ —l—l—@ cos | km + arc _20 =
IR FERRNEY 2 3 167)) 1| 9 " 9)) "

k
— 11,9612 cos (277 1, 1247) +0,5556 cos (km + )

2. Adott egy FI rendszer gerjesztSjele: u(t) = 26(t) + e(t)e™>!, amelyre a kovetkezd valaszjelet adja: y(t) =
e(t)(4e73t + 5e™ ).

(a) Hatarozza meg az u(t) gerjeszt6jel Laplace-transzformaltjat!

A tablazatunkba megtalalunk mindent ami a transzforméalt meghatarozasahoz kell, innentdl csak behelyet-

tesitink:
1

s+ 3

u(t) =26(t) +e(t)e™ = U(s) =2+

(b) Hatarozza meg az y(t) valaszjel Laplace-transzformaltjat!
Itt is ugyan az a torténet:

4 5

t) = t 4 —3t -7t :4 t —3t t -7t Y —
y(t) = e(t)(de™" +5e~ ") e(t)e ™" +be(t)e” "t = Y(s) S+3+S+7

(c) Hatéarozza meg a rendszer atviteli fiiggvényét normal alakban!
Itt csak annyi a teendd, hogy behelyettesitesz a H = % képletbe, ami nem feltétleniil szép lépéseket is

tartalmaz(hat):
4(s+7)+5(s+3) 4(s+7)+5(s+3)
His) = Y(s) _ st % _ Gt _ — i A+ T +5(s+3)
U(s) 2+ 5 2(s+3)+1 2(s+3)+1  2(s+3)(s+T)+s+7
s+3
45428 455+ 15 9s 443 1 9s 443 _ 4,55+ 21,5

_2(s2+7s+33+21)+s+7 252 + 215+ 49  252+10,55 +24,5 52+ 10,55 + 24,5
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(d) Adja meg a rendszer egy lehetséges kanonikus hélozati realizaciojat!
Az atviteli fiiggvénybdl felirhatjuk:

bop=0 by =4,5 by = 21,5
a1 = 10,5 as = 24,5
Es fme a halozat is:
U Y
0
D o
|
V
-10,5 | | 4.5
| |
V
-24.5 21,5

(e) Jellemezze a rendszer stabilitasat!
Kezdésképp megnézhetjiik a pélusokat, mégis konnyebb méasodfoki egyenletet szamolni mint sajatértékeket.

7
_ _J)J Pt =73
p”_"'_{pz =7

Mivel folytonos id6ben vagyunk, igy az elvarasunk, hogy Re{p;} < 0; ami esetiinkben teljesil — a
rendszer GV-stabil, és mivel masodrendi halozatunk van, igy aszimptotikusan stabil is.

(f) Hatarozza meg a rendszer h(t) impulzusvalaszat (stlyfiiggvényét)!
Az impulzusvalasz meghatéarozasahoz kell venniink az atviteli fiiggvény inverz Laplace transzforméaltjat (azaz
atalakitani ugy, hogy a tablazatbol vissza tudjuk keresni).

4,55+ 21,5 4,554 21,5 A B

= = +

Kicsit rendezgetiink:

4,55+ 21,5 A B

= +
(s+2)(s+7) s+% s+7
4,55 +21,5  A(s+T7)+B(s+1)

(s+3)(+7  (st+3)(s+7)

4,5s+21,5—A(3+7)+B<5+;>

4,58+21,5:As+7A+Bs+;B
Majd ebbdl lesz egy egyenletrendszer:
4,5=A+1B
21,5 =7TA+ ;B

45-B=A
7 20
21,5=7(45-B)+ ;B = B="

20 23

Ha megnézziik az atalakitott atviteli fliggvényt, akkor konnyedén felirhatjuk az inverz Laplace-transzformaltjat
a tablazat alapjan:
23 1 20 1

== = — h(t) = e(t)(1,64e 3% + 2,86 "
14s+g+7s+7 (8) = (®)(1, 6477 + 2,86e™7)

H(s)
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Kisfeladatok:

1. Adja meg H(s) = SJ%Q egy kanonikus halozati realizaciojat!
Ez egy nagyon cuki kis halozatocska lesz, mivel elég bele egy késleltets (kivéve, ha szeretsz torteket boviteni).

Erre az altalanos képlet igy néz ki:

bos + by

H(s) = ST o

azaz b0:O, b1:1, a1:2

Es itt a halozat (A II. tipus alapjan):

U
D )

-2 1
|
|

2. Adja meg a 3 mintanyi cstuszoablakt-atlagold, mint DI rendszer egy kanonikus halézat realizaciojat!

Egy olyan halozatot kér a feladat, ami a legutobbi 3 bemenet atlagat adja kimenetként; azaz 2 késlelteténk lesz,
és minden visszacsatold erdsits silya 0 lesz, és minden kimenet felé mend erdsits silya % lesz.

U 1 Y
3
D ()
|
Vv ]
0 3
| |
| |
Vv ]

0
TN
1

3. Irja fel altalanos FI jelekre a Parseval-tételt (Id6- és frekvenciatartomanyral!)!
Lasd Parseval-tétel (energia)

4. Rajzolja fel 1éptékhelyesen egy x(t) = [1 + cos(7t)] - cos(200t) alaki, FI, amplitidé-modulalt jel spektrumét!

TODO (777)

5. Adja meg az Y (s) = m FI valaszjel ¢t = +oo-ben felvett értékét (végértékét)!

ZH-n felirtak a tablara egy nagyon hasznos képletet:lim;_, . z(t) = limy_;(1 — X(\)) Ez alapjan:

. . . 7 7
Jim y(t) = lim (1 =Y (s)) = lim (1 - <+2><+1)> =1 =001
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3.8.2. Példa FI periodikus jel Fourier transzformalasara

Legyen u(t) egy periodikus gerjeszt6jel, melynek periodusideje T = 2w, értéke —T'/4 és T /4 kozott -2, kiilonben 0.
Adja meg a jel Fourier-soréanak elsé 2 nem nulla egyiitthat6jat!

Az ilyen feladatoknal elényos lerajzolni, hogy mégis milyen jellel van dolgunk, ez most valahogy igy néz ki:

-T -T2 -T/4 T/4 T/2 T
a e a
i ! -2 : i
—— : : : | S
Meghatarozzuk {2 értékét:
27 2w
Q = —= — = 1
T 2T

Ezutan el6vessziik az Xj-k elGallitasdhoz sziikséges képletet, és a fenti abrat segitségiil vessziik az integralas felbonté-
sara:

™

T s
1 [=2 . 1 4 . 1 4 1 2 Pl ™
X5 =~ t)e P gt = —/ t)e 1% dt = —/ t)dt = — / dt / —2dt / dt | =
0= 7 /_g z(t)e o ) x(t)e o ) x(t) ax \ Odt + i + ; 0

us
2

1 (3 2
~2dt == (24+2) =2

T T\2 "2
. T _ s T
e 1 [ it g, L gt g L 2t 2 —jt —jt _
X{ == x(t)e dt = — z(t)e Mtdt = — e tdt + —2e 7t dt + Oe 7'dt | =
T 7% 27T - 27T —r 7% %
-9 El . 1 4 1 - o 2
—— —Jt g — _ " [5o7dt]2 T (507 0% _ 50d5) — 2
2T e i T []e }*% T (je P oae 2) T

I
2

Ezekbdl mar konnyedén megmondhatjuk, hogy
4
Xo=Xi=-2 X, =2|X{| = —
T

Atirva mérnoki valos alakba: A
X(t)=—-2+ —cos(t +m)
iy

Megjegyzés: ez a feladat nem lett még validalva, és nekem se tiszta teljesen, hogy mit csinalok itt, szerintem jo
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Felhasznalt cuccok

Sajat gyak és hazi feladat jegyzeteim
A jelfolyamhalozatokat CorelDraw® 12-ben rajzoltam
Szobatéarsaim random lapjai

vik.wiki/Rendszerelmélet [Fourier-sor képlettar 2|
https://vik.wiki/images/9/90/Relm_fourier_keplettar2_2017.pdf

(5) wvik.wiki/Rendszerelmélet [1. ZH 2017 tavasz|
https://vik.wiki/images/8/87/Rendszerelmelet_zhl_20170406_megold.pdf

(6) wvik.wiki/Rendszerelmélet [1. ZH 2018 &sz|
https://vik.wiki/images/2/2a/Relm_2018_osz_zhl_javitokulcs.pdf

(7) wvik.wiki/Rendszerelmélet [Elméleti Gsszefoglalo a II. ZH-hoz|
https://vik.wiki/images/3/32/Reelm_osszefoglalo_zh2_2017.pdf

(8) Rendszerelmélet Facebook csoport

I guess igy ez oké?
"A targy elsajatitasat segits gyakorlatanyagok semmilyen formaban nem terjeszthetGek |[...]"

Ennek a dolognak eleget teszek (szerintem), mert semmilyen formaban nem hasznaltam fel a targyoldalon talalhaté anyagok
tartalméat ennek a dokumentumnak az elkészitéséhez. ZH-k nem tudom mennyire sértik ezt a dolgot mondjuk..., bar semmin
nem volt "NEM TERJESZTHETO" feladat amiket néztem (:

Also, ha mér itt tartunk, akartam rakni "NEM TERJESZTHETO" feliratokat én is, csak rajéttem, hogy sokkal kényelmesebb
tanulni, ha nincsenek random a feladaton és abrakon keresztiil szévegek.

A dokumentum elkészitése kdzben csupén egyetlen fiizetnek eset komolyabb bantédéasa, de nem ment ki az ablakon, szoval it’s
fine.
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https://vik.wiki/images/9/90/Relm_fourier_keplettar2_2017.pdf
https://vik.wiki/images/8/87/Rendszerelmelet_zh1_20170406_megold.pdf
https://vik.wiki/images/2/2a/Relm_2018_osz_zh1_javitokulcs.pdf
https://vik.wiki/images/3/32/Reelm_osszefoglalo_zh2_2017.pdf

Changelog

6.8.1d55988
e Tartalomjegyzék megjavitva.
e 2019 6szi II. ZH 1./d feladat djra lett szamolva.
e Helyesbités z és Lapace tranformaciok elnevezésében
e Nagyobb margok Németh Krisztidn igénye szerint
e Par extra igazitas javités
6.7.e60c18e
e Elgépelések javitasa a BevezetSben és az Egységugras és egységimpulzus részben.
e 2017-as tavaszi I. ZH A csoport kisfeladatai kifejtése befejezve.
6.6.29c5406

e Git el6tti changelog eltavolitva

Régi verziok: 6.3.1231, 6.2.1228, 6.1.1228, 5.2.1224, 5.1.1224, 5.0.1224
o Egységugras és egységimpulzus szegmens szétszedve tébb alrészre
e Par extra 4bra, a jobb szemléltetés érdekében
e Bevezet6 hozzaadva
e Tartalomjegyzék igazitasa, hogy raférjen egy lapra
6.5.a077b16
e Fourier és Laplace transzformacios tablazatot szétszedtem két kiilon tablazatta, egyértelmiiség érdekében
e Pontositva a polus - sajatérték megfeleltetés
e A 2019-es masodik ZH ehhez tartozo megoldasdnak modositasa, hogy kivesse ezt
e Periodikus jelbdl Fourier-sor rész pontositva, és az ezt felhasznalo feladatok javitva
e Abrék az aszimptotikus stabilitashoz
6.4.20ccf48f

o Atkoltoztettem a projectet Nextcloudrol gitlab-re
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